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Abb. 6. Selbsttitiger Kapazititsabgleich.

Drehkondensator C, bewegt. Der MeQbereich er-
streckt sich von 10 pF bis 200 pF. Der Abgleich
vollzieht sich im Bruchteil einer Sekunde. Das
Drehmoment reicht aus, um nitigenfalls auler dem
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Drehkondensator noch ein Schreibwerk zu beti-
tigen und dabei eine Ansprechempfindlichkeit von
0,1 pF zu gewihrleisten. Untersuchungen an
weichgestelltem Polyvinylchlorid, einem in der
Niederspannungstechnik vielfach verwendeten Iso-
lierstoff, ergaben, und zwar zunichst qualitativ,
die erwartete Abnahme der Dielektrizitiatskonstan-
ten mit steigender Frequenz. Durch Parallelschal-
ten Ohmscher Widerstinde zu dem verlustarmen
Kondensator C, konnte ferner gezeigt werden, daf
diese Mafinahme den Kapazititsabgleich so lange
nicht stort, als fiir den resultierenden Verlustfaktor
tgd <1 gilt. Versuche iiber den automatischen Ab-
gleich dielektrischer Verluste sind in Vorbereitung.

Frl. Dipl.-Phys. Erika Alpers danke ich fiir wert-

volle Hilfe bei Berechnung und Bau der Hochfre-
quenzgeriite.

Mischungsentropie und osmotischer Druck
von Losungen langgestreckter, starrer Teilchen
(Zur statistischen Theorie makromolekularer Losungen I1")

Von G. V. ScHuLz

Aus dem Institut fiir physikalische Chemie der Universitit Mainz
(Z. Naturforschg. 2a, 348—357 [1947]; eingegangen am 22. Dezember 1946)

Statistische Rechnungen zeigen, daf die Mischungsentropie und damit der osmotische
Druck in Losungen langgestreckter Teilchen betriichtlich hoher als in solchen kugel-
férmiger Teilchen ist. Dieses kommt dadurch zustande, dafh sich langgestreckte Teilchen
in ihrer rdumlichen Orientierung gegenseitig behindern, und zwar um so stiirker, je
héher die Konzentration ist. Der Effekt ist allein vom Achsenverhiltnis der Teilchen ab-
hiingig. Die entsprechenden Gleichungen werden fiir ein zylinderisches Modell abgeleitet.

Das Achsenverhiltnis der Serumglobulin- und der Myosinmolekiile ist aus Messungen
der Sedimentationsgeschwindigkeit in der Ultrazentrifuge bekannt (Kabat u. Peder-
sen; H. H. Weber). Auch aus den osmotischen Messungen von Burk u. Greenberg
bzw. H. H. Weber 1ift sich nach den neu abgeleiteten Gleichungen das Achsenverhilt-
nis berechnen. Die verschiedenen Methoden fithren zu befriedigend iibereinstimmenden

Ergebnissen.

In den letzten Jahren ist eine Reihe von Ver-
suchen gemacht worden, die in Lésungen makro-
molekularer Stoffe mit Fadenmolekiilen auftre-
tenden starken Abweichungen vom van tHoff-
schen Gesetz vom Standpunkt der statistischen
Mechanik aus zu erkldren. Den Rechnungen
wurde das Gittermodell der Lésung zugrunde-
gelegt; danach enthdlt die Losung eine Anzahl

t T. Mitteilung dieser Reihe: G. V. Schulz, Z. Na-
turforschg. 2a, 27 [1947]. — Die Bezeichnungen der
vorliegenden Arbeit sind die gleichen wie in der frii-
heren Arbeit.

festliegender Gitterpunkte, deren jeder entweder
von einem Losungsmittel-Molekiil oder einem
Grundmolekiil des gelosten Stoffes besetzt wird.
Das Problem wird in der Weise geliost, dafl man
die Anzahl der Anordnungsméglichkeiten (ther-
modynamische Wahrscheinlichkeit) ausrechnet,
die fiir N, Molekiile des Losungsmittels und N,
Molekiile des gelosten Stoffes (zu je n Grund-
molekiilen) bestehen.

Den ersten theoretisch einwandfreien Ansatz in
dieser Richtung machten Fowler und Rush-
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brooke? indem sie zeigten. dafl bereits dann,
wenn ein Molekiil des gelosten Stoffes 2 Gitter-
punkte besetzt, in hoheren Konzentrationen merk-
liche Abweichungen vom Idealgesetz auftreten
miissen. Die Erweiterung dieser Rechnung auf
Fadenmolekiile, die aus zahlreichen Grundmole-
kiilen mit mehr oder weniger grofier innerer Be-
weglichkeit zusammengesetzt sind, wurde unab-
hingig von Huggins® und Miinster* vorge-
nommen. Beide Autoren kommen zu dem Ergeb-
nis, daf

1. fiir so kleine Konzentrationen, dafl Nachbar-
schaftsstellungen der Fadenmolekiile unberiick-
sichtigt bleiben konnen, die van 'tHoffsche Glei-
chung fiir den osmotischen Druck giiltig ist,
und dafl

2. bei hioheren Konzentrationen die Zahl der
Anordnungsmoglichkeiten verringert wird, weil
ein gegebenes Fadenmolekiil die Anordnungs-
moglichkeiten eines benachbarten Molekiils ein-
schrinkt. Dieser Effekt ist konzentrationsabhén-
gig, und dadurch werden die Abweichungen vom
Idealgesetz hervorgerufen.

Der zweitgenannte Effekt ist nach den bisheri-
gen Rechnungen von der Starrheit der Molekiile
abhiingig. Hierbei kommen allerdings die ver-
schiedenen Autoren zu ziemlich stark divergie-
renden Auffassungen.

Eine Diskussion iiber diese Probleme, die kiirz-
lich in Tiibingen stattfand, lieB es als zweckméBig
erscheinen, zur Aufklirung dieser Widerspriiche
zunichst ein ganz einfaches Modell zu berechnen,
namlich starre, zylinderische Molekiile. In der
vorliegenden Arbeit wird die Liosung dieses Pro-
blems gegeben. Wir lassen dabei die Voraus-
setzung, daf ein Grundbaustein des Makromole-
kiils gerade einen Gitterpunkt besetzt (was immer
nur sehr ungenau zutreffen kann), vollstindig
fallen und nehmen statt dessen an, dal die Zahl
der Gitterpunkte, welche das Makromolekiil be-
setzt, nur vom Verhiltnis der Molvolumina der
beiden Komponenten abhingt, eine Vorstellung,
welche sich schon bei dem einfacheren Problem
der Losungen grofier Kugelmolekiile bewihrte'.
Hierdurch ist es moglich, auch das osmotische
Verhalten makromolekularer Stoffe, die nicht aus
Fadenmolekiilen bestehen — z. B. Proteine —, zu
erfassen.

2 R. H Fowler u. G. S. Rushbrooke, Trans.

Faraday Soc. 34, 1272 [1937].
3 M. L. Huggins, J. physic. Chem. 46, 151 [1942].
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Es gelingt auf diesem Wege, die Mischungs-
entropie und den osmotischen Druck in Abhén-
gigkeit von der relativen Anzahl und dem Achsen-
verhiltnis der gelosten Molekiile darzustellen.
Hierbei zeigt sich, daB fiir den Grenzfall starrer
Fadenmolekiile gute Ubereinstimmung mit den Er-
gebnissen von Miinster erhalten wird. In einer
weiteren Arbeit wird die hier gegebene Rechnung
auf Losungen langgestreckter Teilchen mit inne-
rer Beweglichkeit erweitert.

I. Allgemeiner Ansatz

Die thermodynamischen Voraussetzungen seien
die gleichen wie in der fritheren Arbeit’. Es sei
also AH = 0 (keine Mischungswirme) und AV=0
(keine Voluminderung beim Mischen). Die Mi-
schungsentropie einer solchen Lésung aus N,
Losungsmittelmolekiilen und N, Makromolekiilen
ist dann allein durch die Anzahl der unter-
scheidbaren Anordnungsmdoglichkeiten der beiden
Molekiilarten bestimmt.

Sind die Makromolekiile langgestreckt zylinde-
risch, so treten gegeniiber Kugelmolekiilen 2 Ver-
anderungen auf. 1. ist ihr Packungsvolumen an-
ders — niamlich kleiner — als bei Kugeln; 2. hat
ein Zylindermolekiil die Moglichkeit, im Raum
verschiedene Orientierungen einzunehmen. Die
Zahl der Orientierungen ist nun fiir ein Makro-
molekiil, in dessen Umgebung sich ein zweites
befindet, aus sterischen Griinden herabgesetzt. Da
dieser ,,Storeffekt” mit der Anzahl der in Losung
befindlichen Molekiile anwichst, ist in solchen Lo-
sungen eine stirkere Abhéngigkeitder Mischungs-
entropie von der Konzentration zu erwarten als
bei Kugelmolekiilen. Diesen Effekt kann man wie
folgt berechnen.

Wir verwenden zur Ableitung der Mischungs-
entropie wieder wie in der vorigen Arbeit die
,,Auffiillmethode®, d.h. wir verteilen auf die der
Lisung insgesamt zur Verfiigung stehenden Git-
terplitze zunichst der Reihe nach die Makro-
molekiile und rechnen fiir jedes derselben die An-
zahl seiner Anordnungsmdoglichkeiten aus. Die
Auffiillung des schlieBlich iibrighleibenden Volu-
mens mit den Losungsmittelmolekiilen gibt dann
fiir die Mischungsentropie keinen zusitzlichen
Betrag mehr.

4 A Miinster, Kolloid-Z. 105, 1 [1943]; Z. Natur-
forschg. 1, 311 [1946].
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Jedes Losungsmittelmolekiil besetzt einen Git-
terpunkt. Jedes Makromolekiil besetzt

n=oy/v, (1)

Gitterpunkte, wobei v, bzw. v, die Molvolumina
von Losungsmittel bzw. gelostem Stoff bedeuten.
Im ganzen enthilt also die Losung

N, +n N,
Gitterpunkte.
Das 1. Molekul kann jeden dieser Gitterpunkte
besetzen. Ferner kann es auf jedem Gitterpunkt 2

Abb. 1. Zylindermole-
kiil mit duferem und
innerem Hof.

Ve: Volumen des dule-
ren Hofes mit na

Gitterplitzen.

Vi : Volumen des inne-
ren Hofes mit n:

Gitterplatzen.

V,: Volumen des Mo-

lekiils mit n Git-
terplidtzen.

n— Vz/Vl
Vi+ V,
=y

2

rdumliche Orientierungen einnehmen. Es hat also

im ganzen .
. 2 (Ny+n Ny)

Anordnungsméglichkeiten. Wie groBl 2 ist, kann
aufler Betracht bleiben, denn das hat, wie sich
zeigen wird, keinen Einflull auf die Verdiinnungs-
entropie, die hier untersucht werden soll>.

Zur Berechnung der Anordnungen des 2. Mole-
kils betrachten wir Abb.1. Der Raum, den ein
Makromolekiil selbst einnimmt, ist doppelt schraf-
fiert. Es ist durch einen Kreiszylinder mit dem
Radius b und der Linge 2a dargestellt, dem auf
die beiden Endfléchen noch je eine Halbkugel vom
Radius b aufgesetzt ist. Ein solches Molekiil ist
zundchst von einem inneren Hof mit dem Volu-
men V, umgeben, dessen dullere Begrenzung das
Molekiil im Abstand b umgibt. Dieser Raum ist
— ebenso wie der Raum des Molekiils selbst —
fir den Mittelpunkt jedes anderen Makromole-

> Es hat dagegen Einfluf auf die Lésungsentropie.
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kiils blockiert. Er enthilt offenbar

Vy 4 I'!.

Ty, ne 2)
Gitterpunkte.

Ferner umgibt das Makromolekiil ein duBerer
Hof mit dem Volumen V_, welcher n, Gitter-
punkte enthdlt. Dessen Umgrenzungsfliche um-
gibt den inneren Hof im Abstand a. In den dule-
ren Hof kann ein zweites Makromolekiil eintre-
ten; es erfihrt jedoch darin eine Beschrinkung
seiner Orientierungsmoglichkeiten. Diese hingt
offenbar von seinem Abstand ab, den es zum
ersten Molekiil hat; man kann aber fiir die Be-
hinderung einen Mittelwert « ausrechnen, der fiir
den ganzen Raum giiltig ist. Hierbei ist « <1,
und die Zahl der Orientierungsmoglichkeiten,
welche einem im duBeren Hof befindlichen Makro-
molekiil durchschnittlich zur Verfiigung stehen,
betrigt somit 2(1—a).

Nun konnen wir die Anzahl der Anordnun‘gs-
moglichkeiten fiir das 2. Molekiil angeben. Thm
stehen N, +nN, —n, — xn Gitterplidtze zur Ver-
fiigung, auf denen es z Einstellmoglichkeiten hat,
und ferner n, Plitze, auf denen es z(l—o{) Ein-
stellmoglichkeiten hat. Die gesamte Anzahl seiner
Anordnungsmoglichkeiten ist somit

(Ny+nNe—n, —zn)+2z(l—a)yn,.
Fithren wir noch die Abkiirzung
B=tn,+xn (3)
ein, so hat das 2. Molekiil
2(Ny4+nNy—3)

Anordnungsmoglichkeiten.
Offenbar hat nun das 3. Molekiil

2(Ny4+nN,—28)

Anordnungsmoéglichkeiten. Diese Uberlegung 146t
sich fiir jedes weitere Makromolekiil wieder-
holen; die Genauigkeit der Betrachtung wird erst
dann beeintrichtigt, wenn sich jeweils die Hofe
mehrerer Molekiile stiirker iiberschneiden® Die
folgende Betrachtung beschrinkt sich daher auf
so kleine Konzentrationen, dafl man diesen Effekt
vernachlidssigen kann.

¢ Wir kommen im Abschnitt IIT noch einmal kurz
darauf zuriick.
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Die Zahl der Anordnungsmoglichkeiten fiir N,
auf das Gitter verteilte Makromolekiile ist nun,
wenn wir beriicksichtigen, dal N,>1 ist,

2% (Ny+n ;) (N +n Ny, — B)-

“(Ny+nNy —28) ... (N +nN,— NoB).

Hieraus erhalten wir die thermodynamische
Wahrscheinlichkeit W, indem wir durch die An-
zahl der ununterscheidbaren Maoglichkeiten N,!
dividieren. Somit ist

2N g (N, +n N,
W= N,! ( B )
N, +nN, N +n Ny
(B ) (e,
(N2+nN2)'
ZNZBNI B )
Wm_> NQ' N1+nN2 - ) (4)
—F — N)!
Die Mischungsentropie S,,=k In W, ist dann
[ (N1+”N2),
| 2 B )
Sp=Fkln| =57 (Nl+nN2 ) 5)
——[3———N2 !

Wenn wir diesen Ausdruck nach der Stir-
lin gschen Formel auswerten, so erhalten wir
(nach Fortlassung einiger Summanden, die sich
fortheben)

szkNg (lnz—lnNg)
k
_;_?{(Nl +n Ny) In (Ny + n Ny)
_[Nl+N2(n—ﬂ;]ln[Nl—i-Nz("—B)]}‘

Indem wir weiter mit der Loschmidtschen Zahl
N, multiplizieren bzw. dividieren und R = EN.;

n,=N,/N,; n,=N,/N, seizen, erhalten wir
schlieflich
4‘ 2
S _R{”‘ ﬂ’”“ In (ny + 7 1)
ny +ng (n — B)
— l—p,—— In [ny + ny (n — 8)] (6)
+ 7o In b I .
2

Die Verdiinnungsentropie” erhilt man hieraus
durch Differentiation nach n,:

3561
a3,
Agm= 8)21 =3 [In(nl—+—7m2)
—1In (nl -+ 0y (n—S))]
bzw (M
i s R [ (1+ nn,)
: B

)]

Losen wir den Logarithmus in eine Reihe auf und
beriicksichtigen nur das erste Glied, so erhalten

wir
R Ny
Asgh—=— ~n—
1 I

n
—In (1 + n-
1

Ny ns
n—1 (ﬂ —_ 13)]‘: R ny N
also die Gleichung fiir die ideale verdiinnte Lo-
sung, die dem van 't Hoffschen Gesetz zugrunde-
liegt. Der Grenzwert fiir verschwindende Kon-
zentration ist also unabhéngig von der Teilchen-
form. Unter Beriicksichtigung der zweiten Potenz
der Reihenentwickelung ergibt sich

R 9 1 2 2 9
se=g[2e—5{7 = +2n8

1 Ngy Ny B

Setzen wir hierin Gl. (3) ein, so erhalten wir

ﬂQ[ n Ny (na - % )]
Asl =R71 1+ ny a+——1

Offenbar ist
P =nny/ny 9

das Verhiltnis des Volumens des gelosten Stoffes
zum Volumen des Losungsmittels in der Losung.
Somit erhalten wir schlieSlich fiir die Verdiin-
nungsentropie

Y E A

Die Verdiinnungsentropie einer Ldsung von
langgestreckten Molekiilen ist also (aufer in so
geringen Konzentrationen, dafl ¢'<1 ist) ver-
schieden von derjenigen einer gleichkonzentrier-
ten Losung von Kugelmolekiilen. Um diesen Effekt
zahlenmifRig erfassen zu konnen, miissen wir

jetzt « und x fiir Zylindermolekiile berechnen.
7 Genauer den Mischungsanteil der Verdiinnungs-

entropie.

-
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II. Geometrische Berechnung der
Koeffizienten « und x

Der Storungsfaktor o kann folgendermafien be-
rechnet werden. Befindet sich der Mittelpunkt des
2. Molekiils etwa im Punkt P (vergl. Abb. 2), so
kann es alle diejenigen Orientierungen nicht ein-
nehmen, bei welchen seine Lingsachse von der
den inneren Hof umgebenden Fliche geschnitten
wird. Wir bilden nun um
P die Kugelfliche mit dem
Radius @, aus welcher die
den inneren Hof umgebende
Flache ein bestimmtes Stiick
herausschneidet. Die Zahl
der fortfallenden Einstell-
moglichkeiten im Verhalt-
nis zur Zahl aller Ein-
stellmoglichkeiten ist nun
offenbar gleich dem her-
ausgeschnittenen Stiick im
Verhéltnis zur gesamten
Kugelfliche mit dem Ra-
dius a. Wir nennen diese
Grole, die von den Ko-
ordinaten von P abhingt, «

R g
|

Abb. 2.
(Erklédrung im Text)

(z, ¥, 2). Der Durchschnittswert « ist dann

Vg

1
a=p fety i, ..

a

(11)

Wir legen ‘der Rechnung zuniichst die Abb.2
zugrunde. In dieser ist der Zylinder des inneren
"Hofes nach beiden Seiten ins Unendliche verlin-
gert gedacht. Abb.2a zeigt einen Lingsschnitt in
der Ebene, die durch die Achse des 1. Molekiils
und den in P befindlichen Mittelpunkt des 2. Mo-
lekiils gelegt ist, wenn sich letzteres in der auf-
rechten Extréemlage befindet. Der Schnitt in Ab-
bildung 2b liegt in der Ebene, die senkrecht zur
Achse des 1. Molekiils durch P geht, wobei das
2. Molekiil gerade die horizontale Extremlage ein-
nimmt. Jetzt hingt « nur vom Abstand r ab, den
P von der Achse des 1. Molekiils hat. Es stellt sich
in der Abb. 2 als Produkt zweier Winkel ¢ und
w dar. Wir bezeichnen nun den aus der Kugel-
fliche herausgeschnittenen Anteil als «. Wir
konnen ihn dadurch zustandekommend denken,
dafl aus der Kugelzone mit dem Winkel ¢ der
Bruchteil w/2= herausgeschnitten wird, dividiert

G.V.SCHULZ

durch die Gesamtfliche der Kugel mit dem Ra-
dius a.

Die Fldche der Kugelzone O, mit dem Offnungs-
winkel 2¢ (wir miissen nach oben und unten
rechnen) ist

O,=47a’sing=4na®h/a.
Der Anteil dieser Fliche an der Gesamtfliche ist
0, h
0

= fna? =g

Da nach dem Pythagoreischen Lehrsatz

]t—_—V—aQ——(r-—Qb)2 =aV1 —(r—;2£)~

ist, erhalten wir schlieflich

r—2b)\:

oV (=2

Andererseits ist die Reduktion der Einstell-
moglichkeiten im Schnitt der Abb.2b (wir miis-
sen nach vorn und hinten rechnen)

(12)

W =2w/m.

Da entsprechend Abb.2b sin w = 2b/r ist, erhal-
ten wir
2

w -, are sin - (13)

) =
rel

Das gesamte herausgeschnittene Stiick im Ver-
hiltnis zur ganzen Kugelfliche ist somit
4. = Orel S|

und nach Einsetzen von (12) und (13)

5 B
-2 r—2b\* 26
O =4 Vl — (7——) arcsin . -

Die Annéherung wird etwas besser, wenn man
das herausgeschnittene Stiick elliptisch abrun-
det; man hat dann mit dem Faktor =/4 zu multi-
plizieren und erhéalt

1 V ' r—20)\2 .20
e.=5 1— ( aﬁ,) -arcsin ——. (14)

Wir konnen nun den Durchschnittswert der

Behinderung «* fiir dieses vereinfachte Modell
auf folgendem Wege berechnen. Offenbar tritt
eine Behinderung nur fiir »~-Werte ein, die zwi-
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schen 2b und a + 2 b liegen. Da bei Verschiebung
von P parallel zur Lingsachse keine Anderung
der Situation eintritt, brauchen wir nur iiber einen
Querschnitt zu mitteln. Die Querschnittsflache des
#uberen Hofes sei ¢,- Dann ist analog zu Gl. (11)

a+2b
_ 2w
at = rn a rdr,
Y

und da
qa=:t(a2+4ab)
ist, schlieflich
a+2b

Setzen wir hierin (14) ein, so erhalten wir

L a+2b o -
S S r—2b\2
SN MY Vo (=
2b
b
(arcsin%_—) dr. (15)

Um die Integration auszufiihren, fiihren wir
als neue Variable z=r/b ein und bezeichnen
ferner ’

alb=p. (16)

Dieses in (15) eingesetzt ergibt nach nach einigen
elementaren Umformungen

] x=p+2
N Frell I e ey
. |arc sin — | dor .
x

Indem wir den arcsin in eine Reihe auflosen und
nur das erste Glied beriicksichtigen, erhalten wir
naherungsweise®

9 p+2
d*:3—*~/ Vp—(x—2) dzx
pP+4p 1 ( )
2
= 7 _514—];7 arc sin 1 17)
e
2(p+4)

8 Wegen der Vernachldssigung der hoheren Glieder
ist dieser, Wert etwas zu klein. Er hebt sich indessen
mit einer anderen Vernachldssigung, die wir bei der
Ableitung von Gl. (13) gemacht haben, fast vollstidn-
dig auf, worauf wir weiter unten noch kurz zuriick-
kommen.
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Um aus «* den gesuchten Mittelwert @ zZu er-
halten, miissen wir die Vereinfachung, dafl das
1. Molekiil unendlich lang ist, aufgeben, d.h. «*
fiir ein endliches Molekiil korrigieren. Wir be-
trachten zu diesem Zweck Abb.3. Der Raum V,
ist darin durch 4 zur Achse senkrechte- Ebenen
E , E,, E,, E, in drei Abschnitte zerlegt, einen
Hohlzylinder zwischen E, und E, (dessen Volu-
men: V,,) und zwei Hohlkugeln zwischen E,
und E, bzw. zwischen E, und E, Wir kionnen
nun «* als den Mittelwert auffassen, den « in dem
Raum zwischen E, und ’
E, (V,.,) hat, unter der
Vorausseizung, daB das
1. Molekiil ein unendlich
langer Zylinder ist. Las-
sen wir diese Voraus-
setzung fallen, so sieht
man aus der Abb.3, daB
in dem Raum, dessen
Schnitt senkrecht schraf-
fiert ist, die gesamte Behin-
derung zu hoch gerechnet
ist. Diese Uberbewertung
ist jedoch offenbar genau
gleich der gesamten Behin-
derung in dem Raum mit
horizontal schraffiertem
Schnitt. Addieren wir den
letztgenannten Raum zu
V,y1 S0 fehlt uns am Raum
V, noch der Anteil, der

durch Punktierung ge-
kennzeichnet ist. In diesem ist die Behinderung
jedoch sehr gering, so dall wir sie ohne merk-

Abb. 3. Zur Korrektur
von o* fiir ein endliches
Molekiil.
(Erklarung im Text.)

‘lichen Fehler vernachlissigen konnen.

~Wir erhalten somit «, indem wir a* mit dem
Quotienten der Volumina Va/V7yI multiplizieren'

e

8 n
T = (18)

a a

a =

wobei N, die Zahl der im Vc;lumen szl enthal-
tenen Gitterpunkte ist (entsprechend n,).
In Gl. (10) kommt der Term

na ”ZVl
a = —— ¥

2n 2n

(19)

vor. Eine einfache geometrische Rechnung ergibt
(an Hand von Abb.3), daB
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n at+4a2bd \ m
?‘17:%_ (20) As] —Rf o r@). (26)
' ab’+ '3’7)3

Kiirzen wir durch b3 und beachten (16), so erhal-
ten wir

(O _]:3—{—43)2
n ~ p+2/3°

Aus (17), (19) und (21) ergibt sich schlieBlich

1)

na = M4 P2 99
on “T a4 pt2/3 - (a2}

Fiir den Koeffizienten » findet man unter Be-
riicksichtigung der in Abb.1 dargestellten Ver-
héltnisse

w_a P43
p+2/3"

(23)

Abschlieflend sei noch kurz auf zwei Vernachlissi-
gungen eingegangen, die wir in obiger Ableitung ge-
macht haben. Eine genaue Betrachtung von Abb.2b
zeigt, dafl, wenn die Tangente von P an den dulleren
Kreis grofier als a wird, wpe; nach (13) zu groll wird,
da der Endpunkt der Zylinderachse des 2. Molekiils
dann an dem Kreis abgleitet. Unter Beriicksichtigung
dessen ist in GIl. (13) eine Korrektur anzubringen.

Andererseits ist fiir sehr geringe Absténde r bei der
Reihenentwicklung des arc sin in (17) auch das 2. Glied
. zu beriicksichtigen. Wir haben beides nachgerechnet,
indem wir die Integration graphisch ausfiihrten. Es
zeigte sich dabei, dall die beiden Vernachldssigungen
(die ohnehin nicht grofl sind), sich praktisch voll-
stindig aufheben. Nur bei sehr kleinen p-Werten bleibt
ein kleiner Restbetrag iibrig, der jedoch in erster
Naherung unberiicksichtigt bleiben kann.

ITI. Verdinnungsentropie und osmo-
tischer Druck

Aus den Gln. (10), (22) und (23) ergibt sich
fiir den Mischungsanteil der Verdiinnungsentropie

[1+¢ (Z ﬁ
1)] (24)

3p+4
+23,19 3p+2
Bei experimentellen Bestimmungen interessiert in
erster Linie das Verhiltnis der Gesamtlinge [
des Molekiils zu seinem Querdurchmesser, das
wir mit ¢ bezeichnen wollen. Da [ =2 (e +b) ist,
ist daher

Asy =

g=1/d=p+1. (25)

Wir kénnen nun schreiben

wobei unter Bel'ii(-ksichtigung von (24) und (25)

Fis (g 1)2 —|—1 /3
()=~ 1/5+ Lk 5 — 1 (26a)
ist. Fiir sehr langgestreckte Zylinder (1<gq)
kann man die vereinfachte Gleichung
. . .
f(g):—4——g:0,l8oq (26 b)

verwenden. Praktisch geniigt (26b), wenn f(q)
>10 und somit q > 13 ist. Fiir kleinere g-Werte
ist die Funktion (26a) in Abb. 4 aufgetragen.

2
)
Tq’” //

; v
, i
A4 -~
~

Y v § ¢ U % X

a (g—1y 3g+1
Abb. 4. - i
\bbh. 4. f(q) 1g—1/3 +2 3¢—1 1

Fiir Kugelmolekiile (¢ =1) wird nach (26a)
f(q) =3 und daher

A" =R (1 43¢
ny

in Ubereinstimmung mit der in einer friiheren
Arbeit abgeleiteten Gleichung. — Interessant ist
es, dall f(q) bei kleinen g-Werten durch ein Mini-
mum lauft, wie Abb.4 zeigt. Das ist darauf zu-
riickzufithren, dall sich zylinderische Teilchen
enger packen lassen als Kugeln. Da dieser Effekt
den 2. Summanden in (26a) zuniichst stirker
herabsetzt als den ersten Summanden erhoht, ent-
steht das kleine Minimum bei ¢ =
Fiir den osmotischen Druck p gilt

pvy="TAs; — Ahy.

Fiir eine Losung, in welcher Ak, = 0 ist, erhalten

wir, indem wir As  als bestimmt durch As?
ansehen, so dal wir es nach (26) ersetzen
konnen,

p=RT ,Z"; L+ F(g)]- (27)
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Rechnet man die Konzentration ¢” in g/l L.osungs-
mittel, p in atm und RT in Literatmosphéren, so
ergibt sich hieraus

_RTC,
- M, +

wobei M, das Molekulargewicht der geldsten
Substanz und e deren Dichte ist.

Will man aus osmotischen Messungen das
Achsenverhiiltnis ausrechnen, so geht man zweck-
mifig folgendermaBen vor. Fiir eine ideale I.6-
sung gilt

¢ fq) ] (25)

1000 o

P=RT¢ M.

Kombiniert man dies mit Gl. (‘28),‘ so erhélt man

=202 (2 ).

29 a
p o (29 a)

Noch praktischer im Gebrauch ist die daraus un-
mittelbar hervorgehende Gleichung

__p’/c' -
im (p/¢) ~
c=0

flg= -

4

10
00¢ [ 1]. (29 b)

da man sich den Grenzwert aus einer Melreihe
leicht durch Extrapolation verschafft. Es sei aber
noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen,
daB (29a) und (29b) nur fiir athermische und
apyknische Losungen gelten konnen®, man hat sich
also dessen zu versichern, dall Ak, = Av, =0 ist.
Unter Umstiinden ist noch die Solvatation zu be-
riicksichtigen. Auch dann, wenn in verdiinnten
Losungen keine Verdiinnungswéirme mehr auf-
tritt, ist doch meist anzunehmen, daf eine gewisse
Menge Losungsmittel fest an das Molekiil gebun-
den ist. Dann ist ¢’ night einfach gleich ¢’/1000 o
zu setzen, sondern es ist
, b
¢ = 10000 (30)
wobei ® der Faktor ist, um den das Volumen der
gelosten Substanz durch Solvatation vermehrt ist.
Andererseits ist durch diese der Durchmesser des
Molekiils um den Faktor V @ vermehrt (bei lang-
gestreckten Teilchen konnen wir die Vergrole-
rung der Lingsachse vernachlidssigen). Da nun
f(q) annihernd proportional g ist, erhilt man bei

9 Wir werden in einer folgenden Arbeit zeigen, daly
selbst das nicht immer der Fall ist.

Beriicksichtigung der Solvatation das Achsenver-

hiltnis des ..trockenen™ Molekiils, indem man
statt (29) die Gleichung
1000 o p/c
N=——= | —1 31
Hno=-ve [ILHB(J)/C) ] e

verwendet.

I's wire jetzt noch zu kldren, wie grofll etwa der
Konzentrationsbereich ist, innerhalb dessen die oben
abgeleiteten Gleichungen giiltig sind, und in welcher
Richtung die Abweichungen liegen, die bei hiheren
Konzentrationen zu erwarten sind. Wir betrachten zu
diesem Zweck Abb. 5, in welcher drei benachbarte ge-
loste Molekiile dargestellt sind. Offenbar wird o fiir
Molekiil T und IIT etwas kleiner sein als berechnet,
wenn die Schwerpunkte der drei Molekiile auf einer
Geraden liegen. Nach Abb.5 befindet sich Molekiil T

VA § r

Abb. 5. Gegenseitige sterische Beeinflussung
von 3 Molekiilen.

im Hof von IT und III und gleichzeitig Molekiil TIT im
Hof von I und II. Das wiirde im allgemeinen das Er-
gebnis der obigen Ableitungen nicht beeintridchtigen.
Fiir den speziell hier dargestellten Fall jedoch erkennt
man, daf bei réumlichen Drehungen des Molekiils T
dieses durch Molekiil IT daran gehindert wird, Mole-
kiil III zu beriihren, so dal es durch letzteres gar
keine Behinderung erfihrt. Da in unserer Formel aber
seine Behinderung durch Molekiil III, in dessen Hof
es liegt, mit enthalten ist, ist der herechnete Wert von

a zu hoch; der osmotische Druck steigt deshalb bei
hoheren Konzentrationen weniger stark an, als G1.(28)
fordert®®. Solange Gl. (28) gilt, steigt p/c¢’ linear mit
¢ an. Wenn der beschriebene Effekt auftritt, wird der
Anstieg der p/e(c)-Kurve flacher. Zur Berechnung
von f(q) darf man also nur den Teil der osmotischen
Kurve verwenden, bei dem der Anstieg von p/c¢’ linear
verlduft, eventuell nur ein kurzes Anfangsstiick. Ver-
wendet man zu hohe Konzentrationen, so erhidlt man
zu kleine Werte fiir f(g) und damit auch q.
Interessant ist ein Vergleich mit der von Miin-
ster® auf einem ganz verschiedenen Wege abgeleite-
ten Gleichung. Aus den Gln. (21a) und (34) seiner
zweitgenannten Arbeit ergibt sich in unserer Bezeich-

10 Befinden sich die 3 Schwerpunkte nicht auf einer
Geraden, so tritt der Effekt nicht oder sehr viel schwi-
cher ein.
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nungsweise

) z2—2
Ast=R2 (1 ¢ n) .
"y

<~

Hierbei ist z die Zahl der'niichsten Gitternachbarn fiir
einen Gitterpunkt und n der Polymerisationsgrad
eines starren gelosten Molekiils. Wir konnen n = g
setzen. Dann zeigt sich, dall, wenn z =10 ist, (z—2)/z
= 0,8 wird, so daf} die Miinstersche Gleichung die
Form

AT =R2(1408¢g)
ny

annimmt, fast véllig {ibereinstimmend mit unseren
Gleichungen (26) und (26b).

Bei dem Vergleich seiner Gleichung mit Versuchs-
daten findet Miinster allerdings sehr viel niedrigere
Werte fiir 2 (etwa 4), die zweifellos nicht dem tat-
séichlich in den Losungen vorliegenden Zustand ent-
sprechen. Wir miissen aus diesem und noch anderen
Griinden schliefen, daf dieser Autor beim Vergleich
seiner theoretischen Ergebnisse mit den Versuchs-
resultaten einige nicht ganz zutreffende Annahmen
macht. Hierauf soll an anderer Stelle noch eingegan-
gen werden.

IV. Vergleich mit der Erfahrung

Zur Nachpriifung der Gln. (24) und (28) eig-
nen sich besonders isoelektrische Proteinlésun-
gen. Proteinmolekiile haben, wie aus den bisheri-
gen Erfahrungen hervorgeht, im Gegensatz zur
Cellulose und den synthetischen Hochpolymeren
eine definierte, nicht durch statistische Schwan-
kungen beeinflufite Gestalt, deren Abmessungen
in allen Richtungen grofer als die der Losungs-
mittelmolekiile sind. Aus diesem Grunde kann
auch angenommen werden, dall verdiinnte iso-
elektrische Proteinlosungen keine ins Gewicht
fallende Verdiinnungswiirme haben. Die Mole-
kiile einiger Proteine sind nach Messungen mit
‘der Ultrazentrifuge langgestreckt. An diesen kin-
nen die oben ahgeleiteten Gleichungen nachge-
priift werden, wenn an ihnen aufler den Sedimen-
tationsmessungen in der Ultrazentrifuge auch
solche des osmotischen Druckes ausgefiihrt sind.

In’ der Literatur ist leider nur ein solcher Fall
aufzufinden, ndmlich das Serumglobulin. Ein sehr
geeignetes weiteres Beispiel wiire das Myosin mit
seinen extrem langgestreckten Teilchen, an wel-
chen H.H. Weber solche Messungen durchge-
fithrt hat. Hr. Prof. Weber war so liebenswiir-

1 Zitiert nach The Svedberg u. K. O. Peder-

sen, Die Ultrazentrifuge (Dresden und Leipzig 1940),
Tab. 48.
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dig, mir diese noch nicht publizierten Messungen
mitzuteilen, so dal auch am Myosin die Glei-
chungen nachgepriift werden konnen.

Das Molekulargewicht des Serumglobulins ist
nach Sedimentationsmessungen von P.v. Mutzen-
becher und Diffusionsmessungen von Polson
167000. Hieraus und aus der Sedimentationskon-
stante ergibt sich fiir das Reibungsverhiltnis
[fo= 1,4,. Nimmt man fiir die Teilchen langlich
ellipsoidische Gestalt an, so ist nach Gleichungen
von Herzog, Illig und Kudar bzw. Per-
rin?*? ihr Achsenverhiltnis etwa 8.

In Abb. 6 sind die osmotischen Messungen von
Adair und Robinson® aufgetragen. Da die

@
+

e o
SN B
RLA
R 7T
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s
iy

1 |c

0 709 g/Liter 200

Abb. 6. Reduzierte osmotische Drucke von Serum-
globulin in isoelektrischer Phosphatpufferlgsung bei
1° C nach Adair und Robinson-®.

(Punkte gemessen; die Gerade nach der Methode der l
kleinsten Fehlerquadrate berechnet.)

MeBpunkte ziemlich stark streuen, haben wir,
um ein moglichst objektives MaB fiir den Anstieg
der p/c-Werte zu erhalten, nach der Methode der
kleinsten Fehlerquadrate fiir sie die Konstanten
A und B in der Gleichung

ple=A+Be (32
ausgerechnet. Wir erhieften 4 — 8,96-10—2 und
B =5,04-10—4. Die diesen Werten entsprechende
Gerade wurde in Abb.6 eingezeichnet. Wie man
sieht, ist fiir ¢ =100 g/l p/c = 0,140, somit
p/¢’ =0,130 (da fiir ¢ =100 ¢’ =108 ist*, Ferner
ist lim p/c =1lim p/¢’ = A. Setzen wir diese Werte
in (29b) ein. so erhalten wir

1000 - 1,34 .
flg)= 108 -0,45=5,5.

2 Die Ultrazentrifuge, S. 37 ff.

3 G. S. Adair u. Robinson, Biochem. J. 24
[1930].

" ¢ = g/l Losung; ¢ = g/l Losungsmittel.
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Nach Abb.4 ist demnach ¢ =7. Wenn man_ be-
riicksichtigt, dafl bei den beiden Methoden mit
einem etwas anderen Modell gerechnet wurde
(Rotationsellipsoid bzw. Zylinder), dafB die Hydra-
tation beide Effekte etwas anders beeinflufit und
daf ferner eine erhebliche Streuung der MefRwerte
vorliegt, so ist die Ubereinstimmung sehr befrie-
digend.

j..m'z

% +
LI
P —T
R JT 1+ ¥

1
+
2"
[

S

|
T gl 2

Abb. 7. Reduzierte osmotische Drucke isoelektrischer
‘.Ltisungen von IeMyosin nach H. H. Weber.

Am Myosin findet H H. Weber aus Sedimen-
tations- und Diffusionsmessungen ein Molekular-
gewicht zwischen 1,1 und 1,4-108. Die Sedimen-
tationskonstante des frischen Myosins betrigt
6,5 Svedberg. Hieraus ergibt sich fiir f/f, ein Wert
zwischen 5,17 und 5,88. Danach liegt das Achsen-
verhéltnis zwischen 162 und 209, im Mittel bei
etwa 185.

Die osmotischen Messungen zeigt Abb. 7. Nach
der Fehlerquadratmethode ergibt sich fiir die
Konstanten aus GIl. (32) 4=1,86-10—2 und
B=1,73-10—3; nach diesen ist die Gerade in
Abb. 7 gezogen. Setzt man (32) in (29a) ein, wo-
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bei man allerdings ¢’ statt ¢ nehmen mubf, so er-
h&lt man
o-B

flg)=""""103.

Bei den kleinen Konzentrationen, welche H.H.
Weber anwandte, kann man ohne wesentlichen
Fehler ¢ fiir ¢’ setzen. Dann ist mit den obigen
Werten fiir 4 und B

1.34-1,73 5 .
fq —T;T”'IO =125,

Nach (26b) ist dann ¢ =158. Auch dieser Wert
stimmt befriedigend mit dem aus den Sedimenta-
tionsmessungen erhaltenen iiberein, wenn man
die Verschiedenartigkeit der Versuchsserien und
der Auswertungsart beriicksichtigt.

In etwas dlteren Myosinlosungen findet man, wie
mir Hr. Prof. Weber mitteilt, eine hohere Sedimen-
tationskonstante, nimlich 15 Svedberg, woraus sich
¢-Werte von nur etwa 27 bis 36 ergeben. Man kann
vielleicht annehmen, dafl hier eine Art Denaturierung
eingetreten ist. Nach Messungen von Muralt, Ed-
sall und Mitarbeitern?® nimmt die Strémungsdoppel-
brechung von Myosinlgsungen rapid ab, wenn denatu-
rierende Reagentien in geringer Konzentration zuge-
setzt werden. Die starre, stiibchenformige Gestalt der
Myosinteilchen hiingt offenbar davon ab, dafll die Teile
des Molekiils durch Nebenvalenzbindungen (z.B. Was-
serstoffbindungen) in genau definierten Lagen fixiert
sind. Schon durch einen geringen Eingriff in dieses
Kréftesystem bricht die Gestalt der Myosinteilchen
zusammen.

3 A L.v.Muraltu J.T.Edsall, J.biol. Chemistry
89,315 [1930] ; Trans. Faraday Soc. 26,837 [1930]; J. T-
Edsall u. J. W. Mehl, J. biol. Chemistry 133, 409

- [1940].



